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Важливе мiсце в теорiї p-груп займають ре-
гулярнi p-групи, введенi Ф.Холлом [1]. Клас
регулярних p-груп достатньо широкий i в той
же час близький до класу примарних абелевих
груп. В роботi [2] введено поняття k-регулярних
p-груп, якi є узагальненням регулярних p-груп.
Нехай G – скiнчена p-група, k – натуральне
число. Група G називається [2] k-регулярною,
якщо для будь-яких a, b ∈ G виконується рiв-
нiсть (ab)pk = apkbpksp
k
1 · · · sp
k
t , де s1, . . . , st на-
лежать комутанту групи 〈a, b〉. При k = 1
це спiвпадає з означенням регулярностi, даним
Ф.Холлом.
Очевидно, будь-яка пiдгрупа k-регулярної
p-групи k-регулярна. Позначимо G(k) =
〈xpk |x ∈ G〉, G(k) = 〈x ∈ G|xpk = 1〉. Якщо G –
k-регулярна p-група, то всi елементиG(k) є k-ми
степенями елементiв групи G i expG(k) ≤ pk [2].
Таким чином, група G k-регулярна тодi i тiльки
тодi, коли для будь-яких a, b ∈ G виконується
рiвнiсть (ab)pk = apkbpkspk , де s належить ко-
мутанту групи 〈a, b〉. Зауважимо, що, якщо G
k-регулярна, то вона i (k + 1)-регулярна [2].
Означення 1. Пiдгрупу A p-групи G будемо на-
зивати k-сервантною в G, якщо для довiльного
a ∈ A iз розв’язностi рiвняння a = xpk в гру-
пi G випливає розв’язнiсть цього рiвняння i у
пiдгрупi A.
Теорема 1. Пiдгрупа A k-регулярної p-групи
G k-сервантна в G тодi i тiльки тодi, коли
A(k) = A ∩G(k).
Доведення. Нехай пiдгрупа A k-регулярної p-
групи G k-сервантна в G. Очевидно, A(k) ⊆ A∩
G(k). Вiзьмемо довiльний елемент a ∈ A ∩G(k).
Тодi a = gpk i a ∈ A. Пiдгрупа A k-сервантна
i тому в A знайдеться такий елемент a1 що
a = ap
k
1 . Таким чином, a ∈ A(k) i A(k) = A∩G(k).
Нехай тепер A(k) = A∩G(k). Доведемо, що пiд-
група A k-сервантна в G. Вiзьмемо довiльний
елемент a ∈ A. Якщо a = gpk , то a ∈ A(k) i, вра-
ховуючи k-регулярнiсть групи G, a = ap
k
1 , де
a1 ∈ A. Доведено, що пiдгрупа A k-сервантна в
G.
Твердження 1. (див.[2]). Якщо G – k-регуляр-
на p-група i a, b ∈ G, то apk = bpk тодi i тiльки
тодi, коли (ab−1)pk = 1.
Теорема 2. Якщо A є k-сервантною пiдгрупою
k-регулярної p-групи G i G(k) ⊆ A, то A = G.
Доведення. Припустимо, A 6= G. Нехай pn –
найменший порядок елементiв групи G, що не
належать A, i g – один з таких елементiв по-
рядку pn. За умовою теореми G(k) ⊆ A, тому
n > k. Порядок елемента gpk менше pn, тому
gp
k
= a, де a ∈ A. Зважаючи на k-сервантнiсть
пiдгрупи A, знайдеться такий елемент a1 ∈ A,
що ap
k
1 = a i тому g
pk = ap
k
1 . За твердженням 1,
(ga−11 )
pk = 1 i ga−11 ∈ G(k) ⊆ A. Таким чином,
ga−11 = a2, де a2 ∈ A, i тому g = a2a1 ∈ A, що
неможливо. Теорему доведено.
Нехай g – вiдмiнний вiд одиницi елемент p-




2 . . . x
pn
t = g має
розв’язок у групi G тiльки при n ≤ k, то висота
елемента g у групi G дорiвнює k. Наступнi твер-
дження одержуємо,враховуючи властивостi k-
регулярних p-груп.
Твердження 2. Нехай A – k-сервантна пiд-
група k-регулярної p-групи G. Якщо висота
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елемента a ∈ A у групi G дорiвнює k, то ви-
сота елемента a у пiдгрупi A також дорiвнює
k.
Твердження 3. Нехай A – k-сервантна пiд-
група k-регулярної p-групи G. Якщо висота
елемента a ∈ A у групi G не менше k, то висо-
та елемента a у пiдгрупi A також не менше
k.
Твердження 4. Для k-сервантностi пiдгрупи
A в k-регулярнiй p-групi G достатньо, щоб ко-
жен елемент пiдгрупи A, висота якого в G не
менше k, мав i в A висоту не менше k.
Теорема 3. Для k-сервантностi пiдгрупи A в
k-регулярнiй p-групi G достатньо, щоб кожен
елемент пiдгрупи A(k), висота якого у групi G
не менше k, мав таку ж висоту i у пiдгрупi
A.
Доведення. Враховуючи твердження 4, пока-
жемо, що кожен елемент пiдгрупи A, висота
якого в G не менше k, має i в A таку ж ви-
соту. Проведемо iндукцiю по порядку елемен-
тiв пiдгрупи A. Якщо елемент a ∈ A має по-
рядок p i його висота в групi G не менше k,
то a ∈ A(k) i тому має в A таку ж висоту, як в
G. Нехай твердження доведено для всiх елемен-
тiв a ∈ A, порядок яких не бiльше pn, i нехай
елемент a ∈ A порядку pn+1 має в G висоту
l, де l ≥ k. Якщо a ∈ A(k), то його висота в
A, за умовою, також l. Якщо a /∈ A(k), то, за
властивостями k-регулярних p-груп, в групi G
знайдеться такий елемент g, що a = gpl . Оче-
видно, apk = gpl+k i порядок елемента apk не
бiльше pn. Висота елемента apk в групi G не
менше l + k, тому, за iндуктивним припущен-
ням, елемент apk має i в A таку ж висоту. Та-
ким чином, знайдеться такий елемент a1 ∈ A,









pk = 1, тобто a−1ap
l
1 ∈ A(k). Але a = gp
l ,
тому висота елемента a−1ap
l
1 в групi G не мен-
ше l i, за умовою, a−1ap
l











pl i висота елемента a у пiдгрупi A
дорiвнює l. Теорему доведено.
Теорема 4. Якщо висота елемента g k-регу-
лярної p-групи G не менше k, то g мiститься
у циклiчнiй k-сервантнiй пiдгрупi групи G.
Доведення. Нехай висота елемента g у групi G
дорiвнює l ≥ k. Тодi, враховуючи, що група
G l-регулярна, g = gp
l
1 для деякого g1 ∈ G i
l – найбiльше таке число. Покажемо, що ци-
клiчна пiдгрупа 〈g1〉 k-сервантна в G. Вiзьме-
мо довiльний елемент a ∈ 〈g1〉. Тодi a = grp
m
1
для деякого m i (p, r) = 1. Якщо рiвняння
a = xp













тодi g = (gn2 )p
k+l−m для деякого n. Висота еле-
мента g у групi G дорiвнює l, тому k+ l−m ≤ l




1 = a, тобто
рiвняння a = xpk має розв’язок в 〈g1〉. Таким
чином, пiдгрупа 〈g1〉 k-сервантна в G. Теорему
доведено.
Теорема 5. Нехай 〈a〉 – циклiчна пiдгрупа k-
регулярної p-групи G, |a| = pl, l ≥ k. Якщо пiд-
група 〈a〉 k-сервантна в G, то 〈a〉 – максималь-
на циклiчна пiдгрупа.
Теорема 6. Якщо 〈a〉 – максимальна циклi-
чна пiдгрупа найбiльшого можливого порядку
k-регулярної p-групи G, то 〈a〉 – k-сервантна в
G.
Теорема 7. Якщо iнварiантна пiдгрупа A k-
регулярної p-групи G має в G доповнення B,
то пiдгрупи A i B k-сервантнi в G.
Доведення. Нехай iнварiантна пiдгрупа A k-
регулярної p-групи G має в G доповнення B.
Якщо для елемента a ∈ A iснує такий елемент
g ∈ G, що a = gpk , то, очевидно, g = a1b1, де
a1 ∈ A, b1 ∈ B i тому (a1b1)pk = a. Враховуючи





pk = a, де s на-










pk = a. Пiдгрупа A k-регулярна, тому iснує
такий елемент a2 ∈ A, що ap
k
2 = a. Таким чином,
k-сервантнiсть пiдгрупи A доведена. Аналогi-
чно доводиться k-сервантнiсть пiдгрупи B.
Теорема 8. Якщо G – k-регулярна p-група i
комутант G′ належить G(k), то будь-яка пiд-
група, яка має в G доповнення, k-сервантна в
G.
Доведення. Нехай G = A ·B i A ∩B = 1. Якщо
для a ∈ A виконується рiвнiсть a = gpk , де
g ∈ G, то, очевидно, g = a1b1 (a1 ∈ A, b1 ∈ B)







pk , де s ∈ G′. Але
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ховуючи, що A ∩ B = 1, bpk1 = 1. Таким чином,
a = ap
k
1 , де a1 ∈ A. Теорему доведено.
Твердження 5. Нехай G – k-регулярна p-




Доведення. Для абелевих груп твердження ви-
конується. Доведення проводимо по iндукцiї –
припустимо, що твердження вiрне для всiх вла-
сних пiдгруп неабелевої k-регулярної p-групи G
. Очевидно, a−pkb−1apkb = (a−1)pk(b−1ab)pk =
(a−1b−1ab)pkspk , де s – елемент комутанта гру-
пи 〈a, b−1ab〉. Таким чином, [apk , b] = [a, b]pkspk .
Якщо [apk , b] = 1, то apk належить центру
групи 〈a, b〉. Пiдгрупа 〈a, b−1ab〉 – власна пiд-
група групи 〈a, b〉. За iндуктивним припущен-
ням, [a, b−1ab]pk = 1. Будь-який комутатор з
〈a, b−1ab〉 є добутком елементiв, спряжених ко-
мутатору [a, b−1ab] та їм обернених, тобто еле-
ментiв, порядок яких не перевищує pk. Таким
чином, комутант групи 〈a, b−1ab〉 належитьG(k)
i тому spk = 1, тобто [a, b]pk = [apk , b] = 1. Твер-
дження доведено.
Теорема 9. Якщо пiдгрупа A k-регулярної p-
групи G має в G доповнення B i при цьому
A(k) ⊆ Z(G), то пiдгрупи A i B k-сервантнi
в G.
Доведення. Нехай a – довiльний елемент пiд-
групи A i a = gpk для деякого g ∈ G. Оче-
видно, g = a1b1, де a1 ∈ A, b1 ∈ B. Врахо-
вуючи, що ap
k
1 ∈ Z(G) i тому, за тверджен-
ням 5, [a1, b1]p
k







1 = a. Але A ∩ B = 1, тому
bp
k
1 = 1 i a = a
pk
1 , тобто пiдгрупа A k-сервантна
в G. Аналогiчно доводиться k-сервантнiсть пiд-
групи B.
Твердження 6. Якщо G – k-регулярна p-група
i G(k) ⊆ Z(G), то будь-яка пiдгрупа, яка має в
G доповнення, k-сервантна в G.
Теорема 10. Якщо нетривiальна пiдгрупа A
k-регулярної p-групи G має в G доповнення B,
то A мiстить k-сервантну в G нетривiальну
циклiчну пiдгрупу.
Доведення. Нехай елемент a ∈ A має найбiль-
ший можливий порядок pn. Розглянемо циклi-
чну пiдгрупу 〈a〉. Якщо n ≤ k, то рiвняння
ar = xp
k
(ar 6= 1) не має розв’язкiв в G. Дiй-
сно, якщо знайдеться такий елемент g ∈ G, що
gp
k
= ar, то g = a1b1, де a1 ∈ A, b1 ∈ B, i
тому (a1b1)p
k
= ar. Враховуючи, що ap
k
1 =1, за
твердженням 5, [a1, b1]p
k












1 i тому b
pk
1 = 1.
Але тодi ar = 1. Отже, при n ≤ k пiдгру-
па 〈a〉 k-сервантна в G. Нехай тепер n > k.
Вiдразу вiдмiтимо, що група G n-регулярна.
Якщо для деякого елемента ar 6= 1 пiдгрупи








n . Але g = a1b1 для де-
яких a1 ∈ A, b1 ∈ B, тому arpn−k = (a1b1)pn .
Враховуючи, що ap
n
1 = 1, за твердженням 5,
[a1, b1]p
n













1 . Але A ∩B = 1, тому arp
n−k
= 1
i r = mpk. Таким чином, ar = (am)pk , тобто
рiвняння ar = xpk має розв’язок у пiдгрупi 〈a〉.
Отже, пiдгрупа 〈a〉 k-сервантна в G.
Твердження 7. Кожна максимальна циклi-
чна пiдгрупа найбiльшого можливого порядку
k-регулярної p-групи G k-сервантна в G.
Твердження 8. Якщо циклiчна пiдгрупа k-
регулярної p-групи G має доповнення в G, то
вона k-сервантна в G.
Використовуючи властивостi k-регулярних
p-груп, можна довести наступне твердження.
Теорема 11. Якщо G – k-регулярна p-група i
комутант G′ ⊆ Z(G), то будь-яка пiдгрупа,
яка має в G доповнення, k-сервантна в G.
Cписок використаних джерел
1. Hall Ph. A contribution to the theory of
groups of prime-power order. - Proc. London
Math. Soc., 1933, 36, p. 29-95.
2. Bannuscher Wolfgang, Eine Verallgemei-
nerung des Regularita¨tsbegriffes bei p-
Gruppen. I – „Wiss. Beitr. M. – Luther –
Univ. Halle - Wittenberg“, 1981, M, №21,
51-63.
Надiйшла до редколегiї 17.03.2011
